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高中数学函数必考知识点及常考题型总结 

黄建春 

（渝石网络 http://www.fishsting.com 中国重庆） 

 

1、利用函数思想 

 例 1：已知fሺaሻ ൌ ሺx െ 1ሻ𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶ𝑎 െ 6𝑥𝑙𝑜𝑔ଷ𝑎 ൅ 𝑥 ൅ 1，当 x∈[0,1]时，f(a)恒

为正数，求 a的取值范围。 

 分析：从表面结构看 f(a)是一个以 log3a 为变量的二次函数，而实质是变量

x的一次函数，因此可以构造 x的一次函数求解。 

 解：原式变形为：gሺxሻ ൌ ሺ𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶ𝑎 െ 6𝑙𝑜𝑔ଷ𝑎 ൅ 1ሻx ൅ 1 െ 𝑙𝑜𝑔ଷ

ଶ𝑎 

  因为 g(x)在区间[0,1]上恒为正数，所以 g(0)>0 且 g(1)>0，即1 െ

𝑙𝑜𝑔ଷ
ଶ𝑎 ൐ 0且1 െ 3𝑙𝑜𝑔ଷ𝑎 ൐ 0，解得：

ଵ

ଷ
൏ 𝑎 ൏ √3య

 

 

2、分离常数法 

例 2：设r ൐ 0,0 ൏ b ൏ √ଶ

ଶ
, 𝑥 ൐ 0，如果对满足

௫మ

௔మ ൅ ௬మ

௕మ ൌ 1的 x,y，不等式𝑥ଶ െ

2𝑟𝑥 ൅ 𝑦ଶ ൒ 0恒成立，求 r的取值范围。 

 解：令 x=acosθ，y=bsinθ； 

  因为 x>0，故不妨设െ ௽

ଶ
൏ 𝜃 ൏ ௽

ଶ
，代入𝑥ଶ െ 2𝑟𝑥 ൅ 𝑦ଶ ൒ 0得： 

  𝑎ଶ𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 െ 2𝑎𝑟𝑐𝑜𝑠𝜃 ൅ 𝑏ଶ𝑠𝑖𝑛ଶ𝜃 ൒ 0 

  即：r ൑ ௔మି௕మ

ଶ௔
cosθ ൅ ௕మ

ଶ௔௖௢௦ఏ
 

  上式对െ ௽

ଶ
൏ 𝜃 ൏ ௽

ଶ
内得一切 θ 都成立，故对上述区间内得 

  fሺθሻ ൌ ௔మି௕మ

ଶ௔
cosθ ൅ ௕మ

ଶ௔௖௢௦ఏ
得最小值也成立，因为െ ௽

ଶ
൏ 𝜃 ൏ ௽

ଶ
，所以cosθ>0 

  所以：fሺθሻ ൒ ଵ

ଶ௔
⋅ 2ටሺ𝑎ଶ െ 𝑏ଶሻ𝑐𝑜𝑠𝜃 ⋅ ௕మ

௖௢௦ఏ
ൌ ௕

௔
√𝑎ଶ െ 𝑏ଶ 

  当cosθ ൌ ௕

√௔మି௕మ时等号成立（因为0 ൏ b ൏ √ଶ

ଶ
𝑎，所以

௕

√௔మି௕మ ൑ 1） 

  所以：f(θ)得最小值为：
௕

௔
√𝑎ଶ െ 𝑏ଶ，所以r ൑ ௕

௔
√𝑎ଶ െ 𝑏ଶ 
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3、判别式法 

 例 3：已知函数fሺxሻ ൌ 𝑥ଶ െ ሺ𝑚 ൅ 5ሻ𝑥 ൅ 2ሺ𝑚 ൅ 5ሻ在其定义域内恒为非负，求

方程
ଶೣ

௠ାଵ
ൌ |𝑚 െ 2| ൅ 1的根的取值范围。 

 解：因为 f(x)恒为非负，则∆ൌ ሺ𝑚 ൅ 5ሻଶ െ 8ሺ𝑚 ൅ 5ሻ ൑ 0，解得：െ5 ൑ m ൑ 3，

方程化为： 

2௫ ൌ ሺ𝑚 ൅ 1ሻሺ|𝑚 െ 2| ൅ 1ሻ 

 当െ5 ൑ m ൑ 2时，则2௫ ൌ ሺ𝑚 ൅ 1ሻሺ2 െ 𝑚 ൅ 1ሻ 

 所以：2௫ ൌ െ𝑚ଶ ൅ 2𝑚 ൅ 3 ൌ െሺ𝑚 െ 1ሻଶ ൅ 4，所以2௫ ൑ 4，x ൑ 2 

 当2 ൏ m ൑ 3时，则2௫ ൌ ሺ𝑚 ൅ 1ሻሺ𝑚 െ 1ሻ ൌ 𝑚ଶ െ 1, 3 ൏ 𝑚ଶ െ 1 ൑ 8 

 所以：𝑙𝑜𝑔ଶ3 ൏ 𝑥 ൑ 3 

 所以方程的根的取值范围为ሺെ∞, 3ሿ 

 

4、利用函数的单调性 

 例 4：已知不等式
ଵ

௡ାଵ
൅ ଵ

௡ାଶ
൅ ⋯ ൅ ଵ

ଶ௡
൒ ଵ

ଵଶ
𝑙𝑜𝑔௔ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ଶ

ଷ
，对一切大于 1 的

自然数 n恒成立，试确定参数 a的取值范围。 

 分析：显然，只需令函数 fሺnሻ ൌ ଵ

௡ାଵ
൅ ଵ

௡ାଶ
൅ ⋯ ൅ ଵ

ଶ௡
的最小值不小于

ଵ

ଵଶ
𝑙𝑜𝑔௔ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ଶ

ଷ
即可。 

 解：设fሺnሻ ൌ ଵ

௡ାଵ
൅ ଵ

௡ାଶ
൅ ⋯ ൅ ଵ

ଶ௡
（n∈N 且 n>1） 

因为：fሺn ൅ 1ሻ െ fሺnሻ ൌ ଵ

ଶ௡ାଵ
൅ ଵ

ଶ௡ାଶ
െ ଵ

௡ାଵ
ൌ ଵ

ሺଶ௡ାଵሻሺଶ௡ାଶሻ
൐ 0 

所以：f(n)是增函数，所以 n∈N 且 n>1 时，fሺnሻ ൒ fሺ2ሻ ൌ ଻

ଵଶ
 

要使fሺxሻ ൒ ଵ

ଵଶ
𝑙𝑜𝑔௔ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ଶ

ଷ
，对于大于 1 的自然数 n 恒成立， 

必须有
ଵ

ଵଶ
𝑙𝑜𝑔௔ሺ𝑎 െ 1ሻ ൅ ଶ

ଷ
൑ ଻

ଵଶ
，所以：𝑙𝑜𝑔௔ሺ𝑎 െ 1ሻ ൑ െ1 

因为 a>1，所以a െ 1 ൑ ଵ

௫
，解得：1 ൏ a ൑ ଵା√ହ

ଶ
 

即 a 的取值范围是：ሺ1, ଵା√ହ

ଶ
ሿ 
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5、恒成立问题 

（1）利用一元不等式在区间上恒成立的充要条件 

 例 5：已知p ൌ ሺ𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 െ 1ሻሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ െ 6𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ⋅ 𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൅ 𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ൅ 1(其中 a 为

正常熟)，若当 x 在区间[1,2]内任意取值时，p 的值恒为正，求 b 的取值范围。 

 解：P变形为： 

p ൌ ሾሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ െ 6𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൅ 1ሿ𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 െ ሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ ൅ 1 

 设t ൌ 𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥，则 t∈[0,1] 

p ൌ fሺtሻ ൌ ሾሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ െ 6𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൅ 1ሿ𝑡 െ ሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ ൅ 1 

 因此，原题变为当 t 在区间[0,1]内任意取值时，f(t)恒为正，求 b 的取值

范围。 

 由充要条件，当 

 ൜
ሼሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ െ 6𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൅ 1 ൌ 0

െሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ ൅ 1 ൐ 0
     (1) 

 或 

 ൜
𝑓ሺ0ሻ ൌ െሺ𝑙𝑜𝑔௔𝑏ሻଶ ൅ 1 ൐ 0
𝑓ሺ1ሻ ൌ െ6𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൅ 2 ൐ 0

     ሺ2ሻ 

 时 f(t)恒为正 

 解（1）得：െ1 ൏ 𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൌ 3 െ 2√2 ൌ ଵ

ଷାଶ√ଶ
൏ ଵ

ଷ
 

 解（2）得：െ1 ൏ 𝑙𝑜𝑔௔𝑏 ൏ ଵ

ଷ
 

 故当 a>1 时，
ଵ

௔
൏ 𝑏 ൏ √𝑎య

 

 当 0<a<1 时，√𝑎య ൏ 𝑏 ൏ ଵ

௔
 

 

 （2）利用一元二次不等式在区间上恒成立的充要条件 

 例 6：已知定义在 R 上得函数 f(x)为奇函数，且在[0,+∞)上是增函数，对任意

实数 θ∈R，问是否存在这样的实数 m，使得 f(cos2θ-3)+f(4m-2mcosθ)>f(0)对所有

的 θ 都成立？若存在，求出 m 的取值范围，若不存在，请说明理由。 

 解：因为 f(x)为奇函数，且在[0,+∞)上是增函数， 

  所以 f(x)在（-∞，+∞）上为增函数，且由 f(0)=f(-0)=-f(0),得 2f(0)=0，即

f(0)=0，由此原不等式可化为： 

fሺcos2θ െ 3ሻ ൐ fሺ2mcosθ െ 4mሻ 



勤奋 进取 求实 每天都在进步 

渝⽯⽹络 http://www.fishsting.com/          4 

cos2θ െ 3 ൐ 2mcosθ െ 4m 

𝑐𝑜𝑠ଶ𝜃 െ 𝑚𝑐𝑜𝑠𝜃 ൅ 2𝑚 െ 2 ൐ 0 

 设 t=cosθ，因为 θ∈R，所以 t∈[-1,1] 

 于是问题可以化为：当 t∈[-1,1]时，不等式gሺtሻ ൌ 𝑡ଶ െ 𝑚𝑡 ൅ 2𝑚 െ 2 ൐ 0是否

成立。 

 依据充要条件有： 

(1)   ቐ
∆ൌ 𝑚ଶ െ 8𝑚 ൅ 8 ൒ 0

𝑔ሺ1ሻ ൌ 𝑚 െ 1 ൐ 0
௠

ଶ
൐ 1

 

或 

(2)   ቐ
∆ൌ 𝑚ଶ െ 8𝑚 ൅ 8 ൒ 0
𝑔ሺെ1ሻ ൌ 3𝑚 െ 1 ൐ 0

௠

ଶ
൏ െ1

 

或（3）∆ൌ 𝑚ଶ െ 8𝑚 ൅ 8 ൏ 0 

解（1）得：m ൒ 4 ൅ 2√2 

解（2）得实数 m不存在 

解（3）得：4 െ 2√2 ൏ 𝑚 ൏ 4 ൅ 2√2 

综上可得：当m ൐ 4 െ 2√2时，使得不等式对所有的θ都成立。 

 

6、待定系数法 

 例 7：是否存在 a、b、c使得等式： 

 1 ⋅ 2ଶ ൅ 2 ⋅ 3ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻଶ ൌ ௡ሺ௡ାଵሻ

ଵଶ
ሺ𝑎𝑛ଶ ൅ 𝑏𝑛 ൅ 𝑐ሻ对一切自然数 n 都成

立？证明你的结论。 

 解：因为nሺ𝑛 ൅ 1ሻଶ ൌ 𝑛ଶ ൅ 2𝑛ଶ ൅ 𝑛ଷ 

 所以：1 ⋅ 2ଶ ൅ 2 ⋅ 3ଶ ൅ ⋯ ൅ 𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻଶ ൌ ሺ1 ൅ 2 ൅ ⋯ ൅ 𝑛ሻ ൅ 2ሺ1ଶ ൅ 2ଶ ൅ ⋯ ൅

𝑛ଶሻ ൅ ሺ1ଷ ൅ 2ଷ ൅ ⋯ ൅ 𝑛ଷሻ ൌ ௡ሺ௡ାଵሻ

ଶ
൅ ଵ

ଷ
𝑛ሺ𝑛 ൅ 1ሻሺ2𝑛 ൅ 1ሻ ൅ ௡మሺ௡ାଵሻమ

ସ
ൌ

௡ሺ௡ାଵሻ

ଵଶ
ሺ3𝑛ଶ ൅ 11𝑛 ൅ 10ሻ 

 显然当 a=3，b=11，c=10 时等式对一切自然数 n 都成立。 



勤奋 进取 求实 每天都在进步 

渝⽯⽹络 http://www.fishsting.com/          5 

 

7、不等式法 

 例 8：求实数 a 的取值范围，使得对任意实数 x 和任意θ ∈ ቂ0, గ

ଶ
ቃ，恒有

ሺ𝑥 ൅ 3 ൅ 2𝑠𝑖𝑛𝜃𝑐𝑜𝑠𝜃ሻଶ ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑎𝑠𝑖𝑛𝜃 ൅ 𝑎𝑐𝑜𝑠𝜃ሻଶ ൒ ଵ

଼
。 

 解：设t ൌ sinθ ൅ cosθ ሺ0 ൑ θ ൑ గ

ଶ
ሻ 

 则不等式可化为： 

ሺ𝑥 ൅ 2 ൅ 𝑡ଶሻଶ ൅ ሺ𝑥 ൅ 𝑎𝑡ሻଶ ൒
1
8

  ሺ1 ൑ 𝑡 ൑ √2ሻ 

 由重要不等式 
௔మା௕మ

ଶ
൒ ቀ௔ି௕

ଶ
ቁ

ଶ
及不等式的传递性得知： 

只需ቂ
൫௫ାଶା௧మ൯ିሺ௫ା௔௧ሻమ

ଶ
ቃ

ଶ
൒ ଵ

ଵ଺
在 x∈R且1 ൑ t ൑ 2时恒成立即可。 

 将上式化简得： 

𝑡ଶ െ 𝑎𝑡 ൅
3
2

൒ 0    ሺ1ሻ 

或 

𝑡ଶ െ 𝑎𝑡 ൅
5
2

൑ 0    ሺ2ሻ 

由（1）可知：只须a ൑ t ൅ ଷ

ଶ௧
恒成立，而t ൅ ଷ

ଶ௧
൒ √6， 

当且仅当t ൌ √଺

ଶ
 ∈ ൣ1, √2൧时，t ൅ ଷ

ଶ௧
有最小值。 

故此时a ൑ √6即为所求。 

由（2）同理可以求得a ൒ ଻

ଶ
，故实数 a的取值范围为൫െ∞, √6൧ ∪ ሾ଻

ଶ
, ൅∞ሻ 

 

8、特值法 

 例 9：若fሺxሻ ൌ a𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሺ𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝑅ሻ在区间[0, 1]上恒有|fሺxሻ| ൑ 1， 

（1） 对所有这样的 f(x)，求|a|+|b|+|c|的最大值； 

（2） 试给出一个这样的 f(x)，使|a|+|b|+|c|确实取到上述最大值。 

解：因为|fሺxሻ| ൑ 1在 x∈[0, 1]时恒成立，则|fሺ0ሻ| ൑ 1, |f ቀଵ

ଶ
ቁ | ൑ 1，|fሺ1ሻ| ൑ 1 

 而  ൞

𝑓ሺ0ሻ ൌ 𝑐

𝑓 ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ ଵ

ସ
𝑎 ൅ ଵ

ଶ
𝑏 ൅ 𝑐

𝑓ሺ1ሻ ൌ 𝑎 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐
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 因此得： 

  

⎩
⎨

⎧𝑎 ൌ 2𝑓ሺ1ሻ ൅ 2𝑓ሺ0ሻ െ 4𝑓ሺଵ

ଶ
ሻ

𝑏 ൌ 4𝑓 ቀଵ

ଶ
ቁ െ 𝑓ሺ1ሻ െ 3𝑓ሺ0ሻ

𝑐 ൌ 𝑓ሺ0ሻ

 

 所 以  |a| ൅ |b| ൅ |c| ൌ ቚ2fሺ1ሻ െ 4f ቀଵ

ଶ
ቁ ൅ 2fሺ0ሻቚ ൅ ቚ4f ቀଵ

ଶ
ቁ െ fሺ1ሻ െ 3fሺ0ሻቚ ൅

fሺ0ሻ ൑ 3|fሺ1ሻ| ൅ 8 ቚf ቀଵ

ଶ
ቁቚ ൅ 6|fሺ0ሻ| ൑ 17 

 当等号成立时，只需 f(1)与 f(0)同号，与fሺଵ

ଶ
ሻ异号； 

 即：fሺ1ሻ ൌ fሺ0ሻ ൌ 1, f ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ െ1或fሺ1ሻ ൌ fሺ0ሻ ൌ െ1, f ቀଵ

ଶ
ቁ ൌ 1 

 此时：fሺxሻ ൌ 8𝑥ଶ െ 8𝑥 ൅ 1或െ8𝑥ଶ ൅ 8𝑥 െ 1 

 

9、确定主元法 

 例 10：设p ൌ ሺ𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥ሻଶ ൅ ሺ𝑎 െ 2ሻ𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 െ 𝑎 ൅ 1，若当a ∈ ሾെ2,2ሿ时，p ൐ 0恒

成立，求 x的变化范围。 

 解：设p ൌ fሺaሻ ൌ ሺ𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 െ 1ሻ𝑎 ൅ 𝑙𝑜𝑔ଶ2𝑥 െ 2𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ൅ 1 

 当a ∈ ሾെ2,2ሿ时的图像是一条线段，所以 a在[-2,2]上变动时，P恒为正

值的充要条件是： 

  ൜
𝑓ሺെ2ሻ ൐ 0
𝑓ሺ2ሻ ൐ 0

  

 即：൜
𝑙𝑜𝑔ଶ

ଶ𝑥 െ 4𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ൅ 3 ൐ 0
𝑙𝑜𝑔ଶ

ଶ𝑥 െ 1 ൐ 0
 

 解得：𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ൐ 3或𝑙𝑜𝑔ଶ𝑥 ൏ െ1 

 即 x 的取值范围为：ቀ0, ଵ

ଶ
ቁ ∪ ሺ8, ൅∞ሻ 

 注：改变看问题的角度，构造关于 a的一次函数，灵活运用“恒成立”条件，

使疑难问题转化为熟悉的问题。 

 

10、整体换元法 

 例 11：对一切实数 x，若二次函数fሺxሻ ൌ a𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐ሺ𝑎 ൏ 𝑏ሻ的值恒非负，

则m ൌ ௔ା௕ା௖

௕ି௔
的最小值为多少。 

 解：由条件fሺxሻ ൌ a𝑥ଶ ൅ 𝑏𝑥 ൅ 𝑐 ൒ 0对一切x ∈ R恒成立，可知：∆ൌ 𝑏ଶ െ 4𝑎𝑐 ൑ 0 
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且 a>0，所以：c ൒ ௕మ

ସ௔
 

 所以：m ൌ ௔ା௕ା௖

௕ି௔
൒

௔ା௕ା್మ

రೌ

௕ି௔
ൌ ସ௔మାସ௔௕ା௕మ

ସ௔ሺ௕ି௔ሻ
 

考虑到式子
ସ௔మାସ௔௕ା௕మ

ସ௔ሺ௕ି௔ሻ
是关于 a、b的齐次二次分式，故可作如下变形： 

m ൌ
4𝑎ଶ ൅ 4𝑎𝑏 ൅ 𝑏ଶ

4𝑎ሺ𝑏 െ 𝑎ሻ
ൌ

ቀ𝑏
𝑎ቁ

ଶ

൅ 4 ൈ 𝑏
𝑎 ൅ 4

4 ቀ𝑏
𝑎 െ 1ቁ

 

 令
௕

௔
ൌ 𝑡，则由 b>a 知 t>1，故 

m ൌ
𝑡ଶ ൅ 4𝑡 ൅ 4

4ሺ𝑡 െ 1ሻ
ൌ

1
4

ൈ
ሺ𝑡 ൅ 1ሻଶ

𝑡 െ 1
ൌ

1
4

ൈ
ሺ𝑡 െ 1 ൅ 3ሻଶ

𝑡 െ 1
ൌ

1
4

൤ሺ𝑡 െ 1ሻ ൅
9

𝑡 െ 1
൅ 6൨

൒
1
4

ሺ2 ൈ 3 ൅ 6ሻ ൌ 3 

 当且仅当൜ሺ𝑡 െሻଶ ൌ 9
𝑏ଶ ൌ 4𝑎𝑐

 

 即：ቊ
௕

௔
ൌ 4

𝑏ଶ ൌ 4𝑎𝑐
时等号成立 

 所以：𝑚௠௜௡ ൌ 3 

注:在多参数问题解题中，如果几个参数可结合成一个整体，则可适时采用整

体换元的方法，达到减元消元的目的。 

 


