
勤奋 进取 求实 每天都在进步 

渝⽯⽹络 http://www.fishsting.com/          1 

求函数值域的十二种常用方法 

黄建春 

（渝石网络 http://www.fishsting.com 中国重庆） 

 

方法一：直观法 

通过观察如fሺxሻ ൌ √𝑎𝑥 ൅ 𝑏 ൅ 𝑐, 𝑓ሺ𝑥ሻ ൌ 𝑎𝑥ଶ ൅ 𝑏或fሺxሻ ൌ ௕

௫మା௔
等函数的定义

域及性质，结合函数的解析式，应用不等式性质，可直接求得函数的值。. 

例题 1：函数fሺxሻ ൌ 3 ൅ √2 െ 3𝑥的值域为（ ） 

解析：√2 െ 𝑥 ൒ 0，故3 ൅ √2 െ 𝑥 ൒ 3，∴ fሺxሻ的值域为ሾ3, ൅∞ሻ。 

例题 2：求函数fሺxሻ ൌ √8 െ 2௫的值域。 

解析：∵ 𝑧௫ ൐ 0, ∴ 0 ൑ 8 െ 2௫ ൏ 8, ∴ 0 ൑ √8 െ 2௫ ൏ 2√2，故函数 f(x)的值域

为ሾ0,2√2ሻ。 

 

方法二：单调性方法 

 单调性法是求函数值域的常用方法，就是利用我们所学的基本初等函数的单

调性，再根据所给定义域来确定函数的值域。 

典例 3：求函数y ൌ √𝑥 ൅ 1 െ √𝑥 െ 1的值域。 

解析：y ൌ √𝑥 ൅ 1 െ √𝑥 െ 1 ൌ
ଶ

√௫ାଵା√௫ିଵ
, 𝑥 ൒ 1, ∴ √𝑥 ൅ 1, √𝑥 െ 1都是增函数，故： 

y ൌ √𝑥 ൅ 1 െ √𝑥 െ 1是减函数，因此当x=1时，𝑦௠௔௫ ൌ √2, 又∵ y ൐ 0, ∴ y ∈ ሺ0, √2ሿ。 

典例 4：求函数fሺxሻ ൌ 𝑙𝑜𝑔భ
మ
ሺ𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 5ሻ ሺ0 ൑ 𝑥 ൑ 2ሻ的值域。 

解析：令μ ൌ 𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 5 ሺ0 ൑ 𝑥 ൑ 2ሻ, 所以y ൌ 𝑙𝑜𝑔భ
మ
𝜇 

 因为μ ൌ 𝑥ଶ െ 3𝑥 ൅ 5在ቂ0,
ଷ

ଶ
 ቃ上是减函数，在ቂ

ଷ

ଶ
, 2ቃ上是增函数；⼜因为y ൌ 𝑙𝑜𝑔భ

మ
𝜇在定义

域上是减函数，所以 f(x)在ቂ0,
ଷ

ଶ
 ቃ上是增函数，在ቂ

ଷ

ଶ
, 2ቃ上是减函数。当 x=0 时，f(x)=-log25 

当 x=3/2 时，f(x)=-log2(11/4)，当 x=2 时，f(x)=-log23，故 f(x)函数的值域为ሾെ𝑙𝑜𝑔ଶ5, െ𝑙𝑜𝑔ଶ
ଵଵ

ସ
ሿ。 
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方法三：配方法 

 型如 f(x)=ax2+bx+c(a≠0)型或可转化为二次型的函数，用此种方法，注意自变

量 x 的范围。 

典例 5：当1 ൑ x ൑ 2时，求函数 y=-x2-x+1 的值域。 

解析：y ൌ െ𝑥ଶ െ 𝑥 ൅ 1 ൌ െ ቀ𝑥 ൅ ଵ

ଶ
ቁ

ଶ
൅ ଷ

ସ
，对称轴为 x=-1/2，故当1 ൑ x ൑ 2

时，函数 y 单调递减，𝑦௠௔௫ ൌ െ1 െ 1 ൅ 1 ൌ െ1, 𝑦௠௜௡ ൌ െ4 െ 2 ൅ 1 ൌ െ5，故函

数的值域为[-5, -1]。 

 

方法四：分离常熟法 

型如fሺxሻ ൌ ௖௫ାௗ

௔௫ା௕
时，可化简成fሺxሻ ൌ k ൅ ௠

௔௫ା௕
的格式； 

型如fሺxሻ ൌ ௔௫మା௕௫ା௖

ௗ௫మା௘௫ା௙
的函数，可化简成fሺxሻ ൌ k ൅ ௙

ௗ௫మା௘௫ା௙
的格式。 

若分离较为困难，则可将分子或分母设为一个整体，用一个字母代替及换元

再分离常数。 

典例 6：求下列函数的值域： 

 （1）y ൌ ଶ௫ିଵ

ଷ௫ାଶ
 

 （2）y ൌ ହ௫మାଽ௫ାସ

௫మିଵ
 

解析：（1）∵ y ൌ ଶ௫ିଵ

ଷ௫ାଶ
ൌ

మ
య

ሺଷ௫ାଶሻିళ
య

ଷ௫ାଶ
ൌ ଶ

ଷ
െ

ళ
య

ଷ௫ାଶ
 

 ∵  
ళ
య

ଷ௫ାଶ
് 0, 故y ് ଶ

ଷ
，故函数的值域为：ሺെ∞, ଶ

ଷ
ሻ ∪ ሺଶ

ଷ
, ൅∞ሻ。 

 （2）∵  y ൌ ହ௫మାଽ௫ାସ

௫మିଵ
ൌ

ହ൫௫మିଵ൯ାଽ௫ାଽ

௫మିଵ
ൌ 5 െ ଽ

௫ିଵ
, ∴ y ് 5, 又因为𝑥ଶ െ 1 ് 0, 

即：x ് േ1，所以y ് ଵ

ଶ
；所以函数的值域为：ቄ𝑦| 𝑦 ് 5 且𝑦 ് ଵ

ଶ
ቅ。 

 

方法五：换元法 

此种方法适用于求根式形函数或形式较为复杂的函数的值域，换元后要注意

新元的取值范围，换元法求函数值域，其实质是等价转换的思想方法。 

典例 7：求y ൌ 2x െ √𝑥 െ 1函数的值域： 
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解析：换元法：令t ൌ √𝑥 െ 1, ሺ𝑡 ൒ 0ሻ，则： 

y ൌ 2x െ √𝑥 െ 1 ൌ 2𝑡ଶ ൅ 2 െ 𝑡 ൌ 2 ቀ𝑡 െ ଵ

ସ
ቁ

ଶ
൅ ଵହ

଼
൒ ଵହ

଼
，当t ൌ ଵ

ସ
时取等号，故其值

域为ሾଵହ

,଼
, ൅∞ሿ。 

典例 8：求函数y ൌ √1 െ 𝑥 ൅ √1 ൅ 𝑥的值域。 

解析：因为√1 െ 𝑥
ଶ

൅ √1 ൅ 𝑥
ଶ

ൌ 2，所以可设：√1 െ 𝑥 ൌ √2𝑠𝑖𝑛𝜃, √1 ൅ 𝑥 ൌ

√2𝑐𝑜𝑠𝜃, 𝜃 ∈ ቂ0, గ

ଶ
ቃ， 

则：y ൌ √2𝑠𝑖𝑛𝜃 ൅ √2𝑐𝑜𝑠𝜃 ൌ 2𝑠𝑖𝑛 ቀ𝜃 ൅ గ

ସ
ቁ ∈ ൣ√2, 2൧ 

 

方法六： 判别式法 

型如fሺxሻ ൌ ௔భ௫మା௕భ௫ା௖భ

௔మ௫మା௕మ௫ା௖మ
ሺ𝑎ଵ, 𝑎ଶ不同时为零)及fሺxሻ ൌ ax ൅ b േ √𝑐𝑥ଶ ൅ 𝑑𝑥 ൅ 𝑒的

函数求值域，通常把其转化成关于 x 的一元二次方程 F(x, y)=0，由判别式 Δ≥0,

求得 y 的取值范围，即为原函数的值域。 

 注意：判别式法适用于分式上下不含有公因式的情况，当含有公因式时，应

选择化简再分离常数的方法。 

典例 9：求函数的值域：y ൌ ଶ௫మି௫ାଶ

௫మା௫ାଵ
 

解析：∵  𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 1 ൐ 0恒成立，所以函数的定义域为 R。 

  由y ൌ ଶ௫మି௫ାଶ

௫మା௫ାଵ
得：ሺy െ 2ሻ𝑥ଶ ൅ ሺ𝑦 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2 ൌ 0 

  当 y-2=0，即 y=2 时，即 3x+0=0，∴ x ൌ 0 ∈ R 

  当 y-2≠0，即 y≠2 时， 

  ∵ x ∈ R时方程ሺy െ 2ሻ𝑥ଶ ൅ ሺ𝑦 ൅ 1ሻ𝑥 ൅ 𝑦 െ 2 ൌ 0恒有时跟， 

  Δ ൌ ሺ𝑦 ൅ 1ሻଶ െ 4 ൈ ሺ𝑦 െ 2ሻଶ ൒ 0, ∴ 1 ൑ 𝑦 ൑ 5 且𝑦 ് 2， 

  原函数得值域为[1, 5]。 

典例 10：求函数的值域：y ൌ ௫మିହ௫ା଺

௫మା௫ି଺
 

解析：y ൌ ௫మିହ௫ା଺

௫మା௫ି଺
ൌ

ሺ௫ିଷሻሺ௫ିଶሻ

ሺ௫ାଷሻሺ௫ିଶሻ
ൌ ௫ିଷ

௫ାଷ
ൌ 1 െ ଺

௫ାଷ
 ሺ𝑥 ് 2ሻ 

  ∵ x ് 2, ∴  ଺

௫ାଷ
് 0 且

଺

௫ାଷ
് ଺

ହ
； 
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  函数的值域为：ቀെ∞, െ ଵ

ହ
ቁ ∪ ቀെ ଵ

ହ
, 1ቁ ∪ ሺ1, ൅∞ሻ。 

(该分式含有公因式，所以不适合用判别式法进行求解) 

 

方法七：平方法 

适用于y ൌ √𝑎 െ 𝑏𝑥 ൅ √𝑐 ൅ 𝑑𝑥的无理函数，左右同时平方，再利用二次函数

求根式部分的值域(注意函数的定义域)。 

典例 11：fሺxሻ ൌ √𝑥 ൅ 1 ൅ √2 െ 𝑥 

解析：fሺxሻ ൌ √𝑥 ൅ 1 ൅ √2 െ 𝑥的定义域[-1, 2]， 

fሺxሻ ൌ √𝑥 ൅ 1 ൅ √2 െ 𝑥 ൌ ට3 ൅ 2ඥെ𝑥ଶ ൅ 𝑥 ൅ 2 ൌ ඩ3 ൅ 2ඨെ ൬𝑥 െ
1
2

൰
ଶ

൅
9
4

 

∵ 0 ൑ െ ൬𝑥 െ
1
2

൰
ଶ

൅
9
4

൑
9
4

, ∴ √3 ൑ ඩ3 ൅ 2ඨെ ൬𝑥 െ
1
2

൰
ଶ

൅
9
4

൑ √6;  

即函数的值域为：ሾ√3, √6ሿ。 

 

方法八：分段函数法 

此种方法适合用与含绝对值符号的函数，注意:绝对值符号去对是关键。 

典例 12：求函数的值域：y=|x-1|+|x+4|。 

解析：y ൌ |x െ 1| ൅ |x ൅ 4| ൌ ቐ
െ2𝑥 െ 3  ሺ𝑥 ൑ െ4ሻ

     5        ሺെ4 ൏ 𝑥 ൏ 1ሻ
2𝑥 ൅ 3   ሺ𝑥 ൒ 3ሻ

 根据图像可求得值域 

∴ y ൒ 5, ∴ 函数的值域为[5, +∞)。 

 

方法九：反函数法 

利用反函数的定义域是原函数的值域的关系即可求出原函数值域，注意：使用此

方法的前提是原函数存在反函数。 

典例 13：求函数fሺxሻ ൌ ௘ೣିଵ

௘ೣାଵ
的值域 

解析：设y ൌ ௘ೣିଵ

௘ೣାଵ
, 由原式得𝑒௫ ൌ ଵା௬

ଵି௬
൐ 0, ∴ െ1 ൏ 𝑦 ൏ 1, 即函数的值域为(-1, 1)。 
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方法十：均值不等式 

第一步：观察函数解析式的形式，型如y ൌ ௘௫ା௙

௔௫మା௕௫ା௖
或y ൌ ௔௫మା௕௫ା௖

௘௫ା௙
的函数； 

第 2 步:对函数进行配凑成y ൌ ax ൅ ௕

௫
形式，再利用基本不等式求函数的最值，进

而得到函数的值域。 

典例 14：已知 x≥5/2，求函数fሺxሻ ൌ ௫మିସ௫ାହ

ଶ௫ିସ
的最小值。 

解析：因为x ൒ ହ

ଶ
, 所以 x-2>0，所以fሺxሻ ൌ ௫మିସ௫ାହ

ଶ௫ିସ
ൌ

ሺ௫ିଶሻమାଵ

ଶሺ௫ିଶሻ
ൌ ௫ିଶ

ଶ
൅ ଵ

ଶሺ௫ିଶሻ
； 

  则：fሺxሻ ൒ 2ට
ሺ௫ିଶሻ

ଶ
ൈ ଵ

ଶሺ௫ିଶሻ
ൌ 1. 当且仅当

௫ିଶ

ଶ
ൌ ଵ

ଶሺ௫ିଶሻ
, 即 x=3 时等号成立，

因为 x=3 在定义域内，所以最小值为 1。 

 也可以利用换元和不等式法结合的方式进行处理。 

 令 2x-4=t，t≥1，解得：x ൌ ௧ାସ

ଶ
，fሺtሻ ൌ ௧మାସ

ସ௧
ൌ ଵ

ସ
ቀ𝑡 ൅ ସ

௧
ቁ，根据基本不等式： 

 
ଵ

ସ
ቀ𝑡 ൅ ସ

௧
ቁ ൒ ଵ

ସ
ൈ 2ට𝑡 ൈ ସ

௧
ൌ 1, t=2 时函数取得最小值为 1。 

 

方法十一：利用函数的有界性 

（1） y ൌ ௔ ୱ୧୬ ௫ା௕

௖ ୱ୧୬ ௫ାௗ
或y ൌ ௔ ୡ୭ୱ ௫ା௕

௖ ୡ୭ୱ ௫ାௗ
型，解出 sinx（或 cosx），利用|sinx|≤1（或|cosx|

≤1）去解；或用分离常熟的方法去解决。 

（2） y ൌ ௔ ୱ୧୬ ௫ା௕

௖ ୱ୧୬ ௫ାௗ
或y ൌ ௔ ୡ୭ୱ ௫ା௕

௖ ୡ୭ୱ ௫ାௗ
型，可化为 sin(x+φ)=g(y)去处理；或用万能公式

换元后用判别式去处理，当 a=c 时，还可利用数形结合的方法去处理。 

典例 15：求函数y ൌ ଶ௖௢௦௫ାଵ

ଶ௖௢௦௫ିଵ
的值域。 

解析：法一：原函数变形为y ൌ 1 ൅ ଶ

ଶ௖௢௦௫ିଵ
, ∵ |𝑐𝑜𝑠𝑥| ൑ 1, 可直接得到：y≥3或y≤1/3。 

  法二：原函数变形为cosx ൌ ௬ାଵ

ଶሺ௬ିଵሻ
, ∵  |𝑐𝑜𝑠𝑥| ൑ 1, ∴ ቚ ௬ାଵ

ଶሺ௬ିଵሻ
ቚ ൑ 1, ∴ y ൒ 3 或 y ൑ ଵ

ଷ
 

典例 16：求函数y ൌ ௦௜௡௫ିଵ

௖௢௦௫ିଶ
的最大值和最小值。 

解析：由已知得：ycosx-2y=sinx-1，即 sinx-ycosx=1-2y，得： 

 ඥ𝑦ଶ ൅ 1 sinሺ𝑥 ൅ 𝜑ሻ ൌ 1 െ 2𝑦（其中 φ 角得正切值 tanφ=y）， 
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所以：sinሺx ൅ φሻ ൌ ଵିଶ௬

ඥ௬మାଵ
, 因为：|sin(x+φ)|≤1，因而有ฬ ଵିଶ௬

ඥ௬మାଵ
ฬ ൑ 1， 

解得：0 ൑ y ൑ ସ

ଷ
，所以𝑦௠௔௫ ൌ ସ

ଷ
, 𝑦௠௜௡ ൌ 0  

 

方法十二：数形结合法： 

利用函数所表示的几何意义，借助于图象的直观性来求函数的值域，是一种常见

的方法，如何将给定函数转化为我们熟悉的模型是解答此类问题的关键。 

典例 17：求函数y ൌ ଷି௦௜௡௫

ଶି௖௢௦௫
的值域。 

解析：由题意可得：函数可看成定点(2,3)到动点

(cosx, sinx)的斜率；又动点(cosx, sinx)在单位圆上，所以

问题转化为求定点(2,3)到单位圆连线斜率的问题。 

设直线的方程为：y-3=k(x-2)，所以 kx-y-2k+3=0 

因为直线与圆相切，所以：d ൌ |ିଶ௞ାଷ|

√௞మାଵ
. 所以：k ൌ

଺േଶ√ଷ

ଷ
，所以函数的值域为：ቂ଺ିଶ√ଷ

ଷ
， ଺ାଶ√ଷ

ଷ
ቃ。 

 


